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爆破振动作用下城门洞形衬砌的临界振速研究 
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摘  要：根据应力波理论，采用复变函数方法，对爆破振动作用下城门洞形衬砌的应力和振速分布进行了研究，进而求解了

入射波入射角度不同时衬砌的临界振速。首先将城门洞形衬砌映射为一个内径为 1，外径大于 1 的圆环，再求解稳态 P 波作

用下圆环的动态响应；计算结果表明：入射波的入射方向对于城门洞形衬砌的临界振速有较大的影响，入射角度为 90时，

衬砌的临界振速最大，入射角为 0时次之，入射角为 270时最小。 
关  键  词：爆破振动；城门洞形衬砌；复变函数；临界振速 
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Study on critical failure vibration velocity of arch with vertical wall 
lining subjected to blasting vibration 
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Abstract: The function of complex variable and stress wave theory are employed to study the stress and vibration velocity 
distribution of arch with vertical wall lining(AVWL) induced by blasting vibration; then the critical failure vibration velocity of 
AVWL is gotten when the incidence angles of incident wave are different. Firstly, the AVWL is mapped into a circularity whose 
outside radius is bigger than 1 but inside radius is equal to 1, and then the dynamical response of the circularity is solved under the 
acting of harmony P wave. The result shows that the incidence angle of incident wave has large influence on failure vibration velocity 
of AVWL, when the incidence angle is 90, 0, 270, the critical failure vibration velocity of lining is decrease by degrees. 
Key words: blasting vibration; arch with vertical wall lining; function of complex variable; critical vibration velocity 
 

1  引  言 

由于城门洞形洞室良好的受力性能、布置方 
便、净空浪费小等优点，在地下洞室的开挖中被广

泛采用，由于地质条件或工程的其他要求，地下洞

室往往需要设置衬砌来提高其稳定性。在铁路复线

建设、水电站地下厂房洞室群开挖以及地下矿山的

开采中，爆破开挖往往会对已存在的地下洞室及其

衬砌产生不利影响，如何保证爆破振动作用下地下

洞室及其衬砌的安全往往是工程的关键技术问题，

因此研究爆破振动作用下地下洞室及其衬砌的稳定

问题具有重要的工程意义。 
在以往对于爆破振动对地下洞室及其衬砌的

影响研究中，多以数值模拟和试验研究为主[13]，  

理论研究主要集中于圆形洞室 [4，5]，不规则洞室   
的动力响应问题由于理论研究的复杂性，研究相对

较少，主要的研究方法有：积分方程方法、转换矩

阵法、边界摄动法、射线理论法等[6]。1982 年，     
刘殿魁[7]提出了求解不规则洞室动力响应的复变函

数方法，为不规则洞室的动力响应问题求解提供了

新的思路。本文采用复变函数方法，求解爆破振动

作用下城门洞形衬砌的临界振速。 
对城门洞形有衬砌的结构，可以采用复变函数

和保角映射的方法，采用相应的映射函数，将城门

洞形衬砌的内边界和外边界映射成一个内径为 1 且

外径大于 1 的圆环，其映射圆环及实际的计算模型

如图 1 所示。结构的内外边界分别与圆环的内外边

界相对应。实际上，这样的映射有一定的近似性，
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如果取内边界的映射对应关系是精确的，通过计算

可知，外边界的映射是近似的，当衬砌的厚度不大

时，这个差别在工程中是完全可以接受的。如图 1
所示，取映射函数 ( )Z   ，将真实结构图 1（a）
映射成一个圆环图 1（b），若取内边界为精确的，

则衬砌外边界与一个半径大于 1 的外圆相对应，实

际计算表明，此圆环对应于新结构图 1（c），当结

构厚度不大时图 1（c）与图 1（a）的差别很小，实

际计算时可用图 1（c）代替图 1（a）[8]。 

 
（a）              （b）                （c） 

图 1  城门洞形衬砌保角变换示意图 
Fig.1  Conformal transformation schematic 

drawing for arch with vertical wall lining 

2  控制方程及其一般形式解 

爆破地震波是多频率成分叠加而成的复杂组

合，因而任何单个振动的传播特征都无法代表爆炸

地震波，但各频率成分地震波的贡献却有大有小，

如果选取统计意义上贡献最大的频率成分作为参考

对象，可将爆破地震波视为简谐平面波[9]。由于爆

破作用在介质内部引起的地震波为体波，本文主要

研究平面简谐 P 波与地下洞室的相互作用，而 S 波

与洞室的相互作用可类似解决。 
在平面问题中，位移场可以用两个标量势函数

 和 表示如下： 

 U x y
V y x

 
 

      
      

；
      （1） 

而标量势函数 和 满足如下波动方程： 
2 2

2 2
2 2 2 2
p s

1 1Δ   Δ
C t C t

   
 

 
；   （2） 

式中： pC 和 sC 为介质中 P 波和 S 波的传播速度。 
令 

(   ) (  ) exp( i )
(   ) (  )exp( i )
x y t x y t
x y t x y t

  
  

 
 

，， ，

，， ，
   （3） 

式中：为圆频率。和 满足 Helmholtz 方程： 
2 2 2 2Δ 0 Δ 0        ；    （4） 

式中： 、 分别为纵波和横波波数， p/ C  ，

s/ C  ，利用复变量 i iZ x y Z x y   ， ，    
式（4）可写成为 

2 22 2i i   
2 2Z Z Z Z

   
 

              
；  （5） 

引入将 Z 平面上非圆形孔洞映射为 平面上

单位圆上的映射函数 ( )Z W  ，则方程（5）在 平

面上的表达式可写为 

22

22

i ( ) ( ) (  )  
2

i ( ) ( ) (  )
2

w w

w w

 
    

 

 
    

 

          


           

， ；

，

  （6） 

根据文献[7]，式（6）的一般形式解可写为 

( )(  ) ( | ( ) |)  
| ( ) |

( )(  ) ( | ( ) |)  
| ( ) |

n

n n
n

n

n n
n

wa H w
w

wb H w
w

    



    











 
  

 

 

  
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



， ；

，

（7） 

式中：an、bn 为待定常数。Hon 是 n 阶 Hankle 函    
数，其中第 1 类 Hankle 函数表示外行波，第 2 类

Hankle 函数表示汇聚波。 

3  应力和位移的表达式及边界条件 

在 Z 平面内，极坐标系下应力表达式可以写为 
2

2
2i

2

2 ( )

2i 8 ( i ) e

r

r r Z




 

     

     

   



     
 

；

（8） 

式中： r r   、 、 分别为径向应力、切向应力和剪

应力；和 为 Lame 常数。 
在 平面内，式（8）可写为 

2

2

2

2 ( )

12i 8 ( i )
( )( )

r

r r wr w



 

     


    

  

   

  

          

；

 

（9） 
由式（8）和式（9）可得 

2

2

2

2

2

2

i ( )

1       4 ( i )  
( )( )

i ( )

1       4 ( i )
( ) ( )

r r

r r

wr w

r w w




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
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  

     


  

  

    


         


     
         

；

（10） 

在 Z 平面内极坐标系下位移表达式为 
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i

i

i 2 ( i )e  

i 2 ( i )e

r

r

u v
Z

u v
Z







 

 

    
   
 

；

   （11） 

式中： ru 为径向位移； v 为切向位移。 
在 平面内，式（11）可写为 

i 2 ( i )  
| ( ) |

i 2 ( i )
| ( ) |

r

r

u v
r w

u v
r w






 

 
  
 

      


   
  

；

 （12） 

边界条件：在衬砌的外边界上应满足应力和位

移的连续条件，即 

1 2 1 2 1 2 1 2r r r r r ru u u u         ； ； ； （13） 

而在衬砌内边界上的边界条件为 

2 20     0r r  ；         （14） 

4  入射波及介质中的波场 

设入射平面 P 波的传播方向与水平方向的夹角

为 0 ，则其波函数可写为 

( ) ( ) exp( i )i i t           （15） 
式中 

( )
0 0 0exp{i ( cos sin )}i x y        

0 0exp{i cos( )}r            （16） 

其在 Z 平面内的形式为 
( )

0 0 0exp[(i / 2) ( exp( i ) exp(i )]i Z Z        

（17） 

在 平面内的表达式为 

( )
0 0 0exp[(i / 2)( ( ) exp( i ) ( )exp(i )]i            

（18） 
式中： 0 为入射 P 波的波幅。入射 P 波在岩石与衬

砌的交界面将会反射一个向外传播的 P 波 (r)
1( ) 和

SV 波 (r)
1( ) ，在衬砌内产生折射波 (f ) (f )

2 2   、 ，而折

射波又在衬砌内边界上产生向外传播但仍处于衬砌

内部的反射波 (r) (r)
2 2   、 ，故岩石中的波场可表示为 

(t ) (i) (r) (t ) (r)
1 1 1 1 1          ；    （19） 

衬砌中的波场可表示为 
(t ) (f ) (r) (t ) (f ) (r)
2 2 2 2 2 2            ；  （20） 

上述所有反射波和折射波都满足式（6）并具

有形如式（7）的表达形式，具体可写为 
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( )(  ) ( | ( ) |)  
| ( ) |
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    
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（21） 
式中： 1 1 、 分别为岩石中 P 波和 SV 波的波数；

2 2 、 分别为衬砌中 P 波和 SV 波的波数；
( j) ( 1   2   6)na j  ， ， 为待定的未知系数。 

将式（18）和式（19）代入边界条件式（13）
和式（14），即可得到如下方程：  

6
(mj) ( j) (m)

1
 n n

j n
A a B



 
   

 ( 0  1  2 1  2   6)n m    ， ， ， ，， ，  
（22） 

式中： (mj) (m)
nA B、 分别为上述无穷线性代数方程组

中未知系数前的系数和方程组的非齐次项。将式

（22）两边乘以 exp( i )s 并在[ π  π] ， 上积分，便可

得到如下形式的确定波函数中未知系数的无穷代数

方程： 
6

(mjs) ( j) (ms)

1
 n n

j n
A a B



 
   

(   0  1  2 1  2   6)n s m    ， ， ， ， ，， ，  
（23） 

式中 
π

(mjs) (mj)

π
π

(ms) (m)

π

1 exp( i )d  
2π
1 exp( i )d  

2π

n nA A s

B B s

 

 






  



  





；

 （24） 

5  算例分析 

根据文献[10]，将跨度为 6 m、高 7.5 m、衬砌

厚 1 m 的城门洞形带衬砌洞室映射为圆环，其保证

内边界精确的保角映射函数为 
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1

2 3 4

( ) 3.722 085( 0.092179
    0.066 978i 0.099 957 0.043 063i )
Z    

  



  

   

 
 

（25） 
式中： exp(i ) 1  2jR j  ， ， 。对映射圆环的外边

界，取 1R  1.189，对其内边界，取 2R  1.0。 
设岩石的弹性模量为 45 GPa，密度为 2.7 

g/cm3，泊松比为 0.25；混凝土衬砌的弹性模量为

24 GPa，密度为 2.4 g/cm3，泊松比为 0.2；入射波

为稳态平面 P 波，其幅值为 0 ，频率为 100 Hz。 
图 24 分别为爆破地震波以不同角度作用于带

衬砌直墙拱形地下洞室时衬砌的应力和振速分布 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
（a）衬砌内侧峰值切向应力分布（单位：GPa） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（b）衬砌内侧切向峰值振速分布（单位：m/s） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（c）衬砌内侧径向峰值振速分布（单位：m/s） 

图 2  入射角为 0时衬砌结构的应力和振速分布 
Fig.2  Stress and vibration distribution for lining when the 

incidence angle is 0 

图。根据文献[11]，衬砌内侧的峰值振速和应力均

大于衬砌外侧以及围岩内侧的峰值振速和应力，限

于篇幅，本文仅列出衬砌内侧的峰值振速和应力分

布图，衬砌外侧和围岩内侧的峰值振速和应力分布

可参见文献[11]。入射角为 0时衬砌结构的应力和

振速分布如图 2 所示。P 波入射角为 90时衬砌和  
围岩的应力和振速分布如图 3 所示。 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

（a）衬砌内侧峰值切向应力分布（单位：GPa） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

（b）衬砌内侧切向峰值振速分布（单位：m/s） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（c）衬砌内侧径向峰值振速分布（单位：m/s） 

图 3  入射角为 90时衬砌结构的应力和振速分布 
Fig.3  Stress and vibration distribution for lining when the 

incidence angle is 90 
 

P 波入射角为 270时衬砌内侧的应力和振速分

布如图 4 所示。 
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（a）衬砌内侧峰值切向应力分布（单位：GPa） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（b）衬砌内侧切向峰值振速分布（单位：m/s） 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（c）衬砌内侧径向峰值振速分布（单位：m/s） 

图 4  入射角为 270时衬砌结构的应力和振速分布 
Fig.4  Stress and vibration distribution for lining when the 

incidence angle is 270 
 

由图 2  4 可以看出，入射角度的变化对衬砌的

应力和振速分布有较大的影响，当入射角为 0时，

由于对入射波来说，没有对称轴，衬砌边界上的应

力分布比较复杂，衬砌内侧边界上的最大切向应力

出现在拱顶偏向背爆侧的地方；衬砌内侧的峰值切

向振速偏向于迎爆侧；当入射角为 90时，衬砌内

的应力和振速分布都以爆破地震波的入射方向对称

分布，峰值切向应力出现在 0和 180的地方，峰值

径向应力出现在底板中心处，衬砌边界上的切向振

速峰值都偏向于迎爆侧，峰值径向振速出现在底板

中心处，迎爆侧的径向峰值振速要远大于背爆侧的

径向峰值振速，比较衬砌内侧的振速可知，衬砌内

侧的峰值径向振速最大；当入射角为 270时，衬砌

内侧的峰值切向应力偏向于背爆侧，衬砌内侧的峰

值切向振速都偏向于迎爆侧，峰值径向振速出现在

拱顶中心部位，背爆侧的径向振速很小。 

6  衬砌临界振速的确定 

由图 2  4 可知，当入射波的频率、地下洞室的

大小以及围岩和衬砌的性质一定的情况下，衬砌中

的应力和振速的大小由入射波的幅值 0 决定，要使

衬砌在爆破地震波作用下不致破坏，必须严格控制

入射波的波幅；又入射 P 波为简谐波，其动力响应

也呈简谐变化，故可将围岩周围的最大切向应力看

作围岩周围产生的最大切向拉应力，由文献[10]可
知，简谐应力波作用下衬砌内侧的最大剪应力小于

衬砌内侧的最大切向拉压应力，而混凝土的抗拉强

度远低于其抗压强度和抗剪强度，当爆破引起的振

动过大时可以认为衬砌是因为切向拉应力过大而破

坏，设衬砌的抗拉强度为 1 ，令 

l| r a              （24） 

即可求出最大允许入射的应力波幅值 0 ，根据   
图 2  4 可知，P 波作用下衬砌内侧的最大径向振速

要大于切向振速，根据式（24）求出的允许应力波

幅值 0 ，结合围岩的径向振速分布，即可求出相  
应衬砌的临界破坏振速。一般混凝土的抗拉强度约

为 2  3 MPa，据此确定出爆破地震波以不同角度作

用于直墙拱形洞室衬砌时，衬砌的临界破坏振速见

表 1。 
表 1  衬砌的临界振速 

Table 1  Critical vibration velocity of lining 
入射角度 /（） 0 90 270 

临界振速 /ms1 23.835.7 26.539.8 18.927.4 
 

目前对于混凝土衬砌的临界振速还没有专门

的试验研究，根据葛洲坝、隔河岩等一些水电工程   
建设中对爆破振动对混凝土结构影响的实测数据表

明[12]：在爆破振动作用下，对于龄期为 40 d 的混凝   
土结构，爆破振动峰值振速为 30.2 cm/s 时混凝土 
结构没有破坏，当爆破振动峰值振速为 46.6  65.3 
cm/s 时混凝土结构被破坏，可见本文的理论计算结

果与实测结果处于同一量级。 

7  结  论 

本文通过保角变换和复变函数方法，推导了应
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力波作用下不规则洞室衬砌的应力和位移表达式，

并以深埋城门洞形洞室衬砌为例，求出了爆破地震

波以不同角度作用下，洞室衬砌的应力和振速分布

规律，结合混凝土衬砌的抗拉强度，得到了不同情

况下衬砌的临界破坏振速，计算结果与试验结果处

于同一量级。 
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